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Résamé 15 : Espaces préticlberntiens

Dans tout ce cours F sera un R— espace vectoriel de dimension n € N*.

I ESPACES PREHILBERTIENS

Soit £ un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire sur E toute
forme bilinéaire symétrique définie positive sur E, que 'on note généralement
<>
Ici, “positive” signifie que pour tout z € F, < z,z >> 0 et “définie” signifie que
pour tout z € E, si < z,z >= 0, alors z = 0.

On dit que (E,< .,. > ) est un espace préhilbertien. S’il est de plus de dimen-
sion finie, il est dit euclidien.

Puisque la forme bilinéaire est positive, on peut poser

Ve e E, |z|=v<z x>,

que 'on appelle norme euclidienne (ou hilbertienne) de =, associée au produit
scalaire < .,. >. Elle vérifie pour tous z,y € F :

1
<@y >= 7 (||az +yl? = llz - y||2) Identité de polarisation
lz+yl? = l|lz|> + |ly|*> +2 < z,y >  Identité d’ Al-Kachi.

La premiere de ces deux égalités prouve qu’il y a une bijection entre les normes
euclidiennes et les produits scalaires.

Tuégalité de Cauctiy-ScliwanyBungyakowslc

Soient z et y deux vecteurs de E. Alors, || < 2,y > | < ||z x ||y|| | De plus, on

a Péquivalence entre legalité | < x,y > | = ||#|| x ||y la colinéarité entre x et .
Le signe de < z,y > est alors égal au signe du coefficient de colinéarité.

9 2 g.;;de%. é é-
Soient z et y deux vecteurs de E. On a I'égalité :
[z +yll < [l + [lyll,

avec égalité si et seulement si = et y sont positivement colinéaires.

Le théoneme de neprésentation de Riesz :
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Si E est un espace euclidien, pour toute forme linéaire ¢ : E — R, il existe un
unique vecteur xg € E tel que pour tout x € E, p(z) =< xg,z > .

g EXEMPLES :

> Le produit scalaire usuel sur R™.

n
@ (X,Y) € (R™)? nyl ER.
i=1
> Le produit scalaire usuel sur ./, ,(R) :

@ (M,N) € Mnp(R) X Mn,p(R) > Trace ("MN).

On remarque que ce produit scalaire est le p.s. défini ci-dessus lorsque I'on iden-
tifie 'espace des matrices a I'espace des vecteurs de R™P, i.e

n P
Trace (tMN) = ZZm@jn@j.

i=1 j=1

En utilisant les propriétés de la trace, on peut prouver que toute matrice symé-
trique est orthogonale aux matrices antisymétriques.

» Soit E = .#2(I,R) lespace des fonctions intégrables sur l'intervalle I & valeurs
réelles. L'application

v:(f,9) EEXE— /f(t)g(t)dt~
I

est un produit scalaire sur E.
» Lespace ¢2(N) des suites réelles telles que E u2 est convergente est muni d’'un

n>0
oo

produit scalaire : <u, v> = E UnUn .

n=0

II ORTHOGONALITE

Ici, E est un espace préhilbertien sur K = R ou C.

§ 1. Ewtre uectears.— Deux vecteurs v ety de E sont dits orthogonaux lorsque
< z,y >= 0, et x est dit unitaire ou normé lorsque ||z|| = 1, ce qui est le cas de
y/lly|| pour tout y € E non nul.

Une famille de vecteurs est orthogonale lorsque ses vecteurs sont deux
a deux orthogonaux, et elle est orthonormale lorsqu’elle est orthogonale et
que tous ses vecteurs sont unitaires.
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Proposition II.1

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre, donc en particulier
une famille orthonormale.

De plus, si (e1,...,e,) est orthogonale, alors le théoréme de Pythagore s’ap-
P 2 p

plique : Zei = Z lleill.
i=1 i=1

§ 2. Entre sows-espaces wectoncels .— Soit ) une partie non vide de E. On
définit
QO = {2 € E tels que pour tout w € , < z,w >= 0} .

QO+ est un sous-espace vectoriel de E.

Onaf) C (QL)L, mais I'autre inclusion n’est pas toujours vérifiée en dimen-
sion infinie. De plus, si A C B, alors B+ C AL,

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont dits orthogonaux entre eux
lorsque 'une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

FcGt < GcF!t V(b cFxG<ab>=0.

IIT BASES ORTHONORMEES

La premiere remarque importante est qu’elles existent toujours :
Théoréme III.1

Tout espace euclidien posséde une base orthonormée (en fait, il en possede
une infinité dés qu’il est de dimension au moins 2).

L’intérét des bases orthonormées provient du fait que dans celles-ci, les compo-
santes, les normes, les matrices d’endomorphismes se calculent aisément, comme
I'expliquent les égalités suivantes :

Soit # = (e, ...e,,) une base orthonormée de FE.
n

1. Pour tout vecteur z de E, x = Z < ep,T > e
i=1

2. Soient z,y € E. Notons x = Y ., z;e; ety = > ., y;e;. Alors :
n

n
<my>=Y iy, etz =) a7
=1

i=1
<ey,r>
) < e, T >

Autrement dit, Mat z(z) =

< é€p,T >
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On en déduit une interprétation matricielle tres pratique :

1. Soient z,y € F et X = Mat () et Y € Mat »(y) € R™ les vecteur des
composantes de x et y dans 4. Alors

<zy>="'XY.

sa matrice dans

2. Soit f un endomorphisme de E. Notons M = (mi;),, ..,

2. Alors

Vi,j S [[l,nﬂ, m; 5 =< €i,f(€j) > .

IV  PROJECTIONS ORTHOGONALES

E est toujours un préhilbertien réel.

§ 1. Supplémentacres orthogonawr.— Soit F un sous-espace vectoriel de E.

On dit que F' admet un supplémentaire orthogonal lorsqu’il existe un sous-
espace vectoriel G de F qui est a la fois supplémentaire de F' et orthogonal
a F'. On montre que s’il existe, ce sous-espace vectoriel est F, si bien que
les assertions “F admet un supplémentaire orthogonal” et “F @& F+ = E” sont
équivalentes.

Attention : en dimension infinie, certains sous-espaces vectoriels n‘admettent pas
de supplémetaire orthogonal.

En revanche,

Théoréme IV.1

Tout sous-espace vectoriel F' de E de dimension finie admet un supplémen-
taire orthogonal : F ® F+ = E.

§ 2. Prajectearse.— Parmi les projecteurs de E, certains se distinguent par le
fait que leur noyau et leur image sont orthogonaux entre eux :

Définition IV.2
Soit F un sous-espace vectoriel tel que ' & FX = FE. On appelle
projection orthogonale sur F le projecteur sur F parallélement a F*.

Inversement, soit p un projecteur. Il est dit orthogonal lorsque pour tous
a€kerpettouty € Imp,x L y.

Absolument indispensable pour tout calcul sur les projecteurs orthogonaux :

1. Avouez que la dénomination est bien trouvée !
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Théoréme IV.3
Dans le cas ott F' est de dimension finie, pour toute base orthonormale
(e1,...,ep) de F, on a alors :

p

Ve e L, plx) =)  <era> e

s
%@ REMARQUES :

On a de jolies caractérisations des projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs. Par
exemple, si p est un projecteur de E (qu’on supposera de dimension finie), alors on a
équivalence entre

1. ker C (Imp)*.
2. pest 1—Lipschitzien.

3. p est auto-adjoint.

Théoréme IV.4 (Inégalité de Bessel)

Pour toute famille orthonormée (e;)o<i<n , €t Ve € E,

n
Z <z, e; >3 ||z|* |
i=0

Théoréme IV.5 (de la projection orthogonale)

Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que F & F+ = E. Notons f la projec-
tion orthogonale sur F'. Alors :

Vee By eF, |z—yll=llz— f()l

et il y a égalité si et seulement si y = f(x).
Autrement dit, d(z, F) = ||z — f(z)]].

§ 3. Symétnces orthogonales.— Soit I’ un sous-espace vectoriel de E tel que
FoF+=E.

On appelle symétrie orthogonale s par rapport a F' la symétrie par rapport a F
parallelement & F*.

On appelle réflexion par rapport a I'hyperplan H la symétrie orthogonale par
rapporta H.

Résumé 15 : Espaces préhilbertiens

s
%E REMARQUES :

La réflexion par rapporta H = (Vect (960)) , Si z est unitaire, admet pour expression

E — FE
r — x—2<z,20>T0

s

§ 4. Swctes tatales.— On définit ici la notion de base hilbertienne, étendant la
notion de BON.

Définition IV.6
Soit (e )nen une famille de vecteurs de E. On dit que cette famille est une suite

totale lorsque l'espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans F,
i.e lorsque pour tout v € E et toute > 0, il existe p € N*, a;,...a, € R tels

que
P

xr — g ager|l < €.
k=0

g EXEMPLES :

(i) La famille des polynomes orthogonaux lorsque l'intervalle d’intégration est un com-
pact.

(ii) La base canonique de ¢2.

Théoréeme IV.7
Si (e,,) est une suite orthonormale totale de vecteurs de E, et si pour tout n,

on note p,, la projection orthogonale de E sur Vect (eq, ..., e, ), alors pour tout
z € E, la suite de vecteurs ( n(x))n converge vers z.

V  ORTHONORMALISATION DE GRAMM-SCHMITT

Nous présentons un procédé de construction de bases orthonormées a partir
d’une base de E' :

Soit E un espace préhilbertien et & = (ey, ..., ¢,) une famille libre de E. Alors
il existe une unique famille ¥ = (v1, ...v,) de vecteurs de E qui vérifie

(v1,...,vp) est orthonormée,
VEk € [1,p], Vect (ey,...,ex) = Vect (v1,...,0%),
Vk € [1,p], <eg,vp>>0.
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On appelle cette famille ¥ orthonormalisée de & par le procédé de Gram-
Schmitt.

s
%@ REMARQUES :

Puisque ¥ est orthonormale, la matrice de passage de la base ¥ & la base & est

<epvi > <ep,vr> ... <e€p,v1>

0 < € GLy(R) N 7 (R).

0 0 <ep,vp>

VI LE GROUPE ORTHOGONAL
§ 1. Eudomornplicames orthogonauxr.— Ce sont ceux qui préservent les dis-
tances.
Définition VI.1
Soit f € Z(E). f est un endomorphisme orthogonal, ou une
isométrie vectorielle lorsque

Ve,y e B, < f(z), fly) >=<z,y>.

On note 0'(E) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux.

Pour montrer qu'un endomorphisme est une isométrie, nous uiliserons plutét :

Proposition VI.2
Soit f € L(E). Alors

felOE)=veecE, |f@)|=l]

g EXEMPLES :
>

Toute isométrie de E est ainsi injective (car ||f(z)|| = 0 < ||z|| = 0) et par
conséquent bijective car E est de dimension finie.

» Les symétries orthogonales sont des isométries.

» Idg est le seul projecteur orthogonal qui soit une isométrie. Attention au fait
qu’un projecteur orthogonal non trivial n’est PAS un endomorphisme orthogonal.

Plusieurs propriétés (injectivité, surjectivité) d'un endomorphisme f de F se

lisent sur les propriétés de 'image d’'une base de F par f (libre, génératrice). 11
en est de méme du caractere isométrique de f :

Résumé 15 : Espaces préhilbertiens

Proposition VI.3

Soit E un espace euclidien et f € Z(F). Alors on a I’équivalence entre les
prédicats suivants :

f€O(E) <= 3duneBON % de E dont I'image par f est une BON de E
<= V% BON de E, I'image par f de 9 est une BON de E.

Proposition VI.4 (Le groupe orthogonal)

L'ensemble €(E) est un sous-groupe de (GL(E), o), appelé groupe orthogonal
de E.

§ 2. Watréices onthogonales.— Ici, n € N*, et R" sera toujours muni du pro-
duit scalaire canonique.

Définition VI.5

Soit M € #,(R). M est dite orthogonale lorsque I'endomorphisme de R"

Ly | R® — R™  est une isométrie de R™.
X — MX
On note 0,,(R) I'ensemble des matrices orthogonales.

Proposition VI.6

Soit M € .#,,(R). Sont équivalentes :
@ M e 0,(R)
(i) *tMM =1,
(iii) M*M =1,
(iv) Les colonnes de M forment une base orthonormée de R".

(v) Les lignes de M forment une base orthonormée de R,,.

s
%@ REMARQUES :

» En particulier; inverser une matrice orthogonale est tres simple : il suffit de la
transposer.
osz —sinx

3 9 C
» Toute matrice de rotation ]
sin x Ccos™

) est orthogonale.

Proposition V1.7 (Matrice de passage entre deux bases orthonormées)

Soit Ay une BON de E, et %, une base de E. Alors

%, est une BON de E <= la matrice de passage Péfol € 0,(R).
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En particulier, la matrice de passage entre deux BON de E est une matrice
orthogonale.

VII GEOMETRIE VECTORIELLE EUCLIDIENNE

Rappelons qu'un espace euclidien orienté de dimension n est un espace eu-
clidien dont on a fixé une base de référence %,. Toute base & de E est ainsi
orientée ; elle est dite directe si det P/ > 0, et indirecte si det P < 0.

En particulier, R" est orienté par sa base canonique.

Proposition VII.1 (Conservation de l’aire)

Pour tout Q € 0, (R), det Q =1 ou —1.

On note SO, (R) = {M € 0, (R)/det Q = 1}.

C’est un sous-groupe de (0, (R), o) appelé groupe spécial orthogonal. Ses élé-
ments sont parfois appelés rotations de R™.

La version fonctionnelle de cette proposition est :

si f e O(F), alors det f = £1.
§ 1. Dane le plan arcenré.— Nous noterons pour tout réel x :
RZ _ (CObJ? — S x) et Sz _ (CF)SJ) S x ) )
simx CcCoS T simx —COST

Ces deux types de matrices appartiennent a 0, et le décrivent entiérement :
Théoreme VII.2 (Description de €2 (R))

Soit Q € 0>(R)
> SidetQ =1, alors 30 € R tel que Q2 = Ry.
> SidetQ) = —1, alors 30 € R tel que 2 = Sy.

Propriétés VII.3 (des réflexions)

Soit x € R. Alors

x

(s \ cos
» S, est la réflexion par rapport a Vect sin 2).

» S, est orthogonalement semblable a la matrice Diag(1, —1).

Le cas des rotations est plus connu :
Propriétés VIL.4 (des rotations)

Soit x € R. Alors
» R, est la rotation vectorielle de centre 0 et d’angle x.

Résumé 15 : Espaces préhilbertiens

| > Va,y €ER, Ry x Ry = Ryyy et R;1 x Ry x Ry = R,

De ces trois résultats, on déduit le théoréme suivant :

Théoréme VIL.5 (Réduction de O>(E))

Soit E un plan euclidien orienté et f € O(E).
» Sidet f =1, alors

1. 30 € R tel que pour toute BOND % de E, Mat %(f) = Ry.
2. Pour tout vecteur unitaire u € F, cosf =<, f(u) >
sin 0 = det(u, f(u))
» Sidet f = —1, alors
1. Il existe une BON directe # de E dans laquelle Mat z(f) =

b 5)

2. Pour tout BON directe % de E, il existe § € R tel que Mat z(f) = Se.

Enfin, le produit de deux réflexions est une rotation, et la réciproque est vraie.

§ 2. Dawus l'espace orcenté.— Le cas de la dimension 3 est 1égérement plus dé-
licat & étudier que celui de la dimension 2 car les éléments caractéristiques d'une
rotation par exemple n’apparaissent pas du premier coup d’oeil. Conformément
au programme, nous ne nous intéresserons qu’aux rotations, i.e aux isométries
vectorielles qui conservent I'orientation.

On rappelle que E est un espace euclidien orienté de dimension 3, et que

SO3(E) est I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de £ de déterminant
1.

Proposition VII.6 (Réduction de 03(R))
— — —>>

Soit f € SO3(E). Alors il existe une base orthonormée directe 8 = (e7, €3, €3
et un réel 0 tels que

1 0 0
Mat z(f) =10 cosf —sinf
0 sinf cosé

Une telle isométrie est appelée rotation de demi-axe R, ¢i et d’angle 0, et
notée Rotz 4.
Sif = m, on dit de f que c’est un retournement, ou un demi-tour.
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s
%@ REMARQUES :

1. Pratiquement, les éléments caractéristiques de cette rotation se retrouvent grace
a:
> & € ker(f —1Id).
» Trace (f) =1+ 2cos®,
» Pour tout vecteur unitaire o orthogonal a et, sin 6 = det (7, f (7), e_{) .
2. Une symétrie orthogonale est une isométrie, mais c’est un élément de SO3(R) si

et seulement si ker(f -+ Id) est de dimension paire (réduire cette matrice dans
une base adaptée pour calculer son déterminant) i.e <= f = Id ou f est un

retournement.

§ 3. Le cas géuéral.— Le théoréme principal est basé sur plusieurs lemmes,
dont les résultats et les preuves doivent étre sus, que je regroupe dans une pro-
position :

Propriétés VIIL.7

Soit f une isométrie de E.

(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors F+ est égale-
ment stable par f.

(ii) Les seules valeurs propres réelles possibles de f sont 1 ou —1.

(iii) 1l existe des sous-espaces vectoriels Py, ..., P, stables par f, de dimen-
sion < 2, orthogonaux deux a deux, et tels que E = ®P;.

Théoréme VII.8 (Réduction de 0,,)

On en déduit le théoréme suivant de réduction de &,,. Nous notons encore Ry
la matrice de rotation d’angle 6.

Résumé 15 : Espaces préhilbertiens

Soit f € O(E). Il existe trois entiers naturels p,q,r telsquep+q+2r =n, r
réels 0y, ...,0, €]0,2n[\{r}, et une base orthonormée % de E dans laquelle
la matrice de u s’écrit

I, 0 0 0 0
0 —I, 0

p_|0 0 Ry 0
0 0 R, 0
0 ... 0 0 0 Ry

En particulier, u € SO(E) <= ¢ est pair.
Matriciellement, cela signifie que toute matrice M € 0, est orthogonalement
semblable a une matrice de ce type.

VIII ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

§ 1. /(F) et .,.— Nous définissons ici un sous-espace vectoriel de .Z(E)
constitué d’endomorphismes diagonalisables.

Définition VIIL.1
Un endomorphisme [ € Z(F) est dit symétrique lorsque

Va,y € B, < flo),y >=<uz, f(y) >.

Nous en avons vu des exemples dans R[X]. Matriciellement, il y a aussi les
affinités orthogonales, que 'on peut définir comme les matrices qui diagonalisent
dans une BON.

Proposition VIII.2

Soit # une base orthonormée, et f ¢ Z(E). Alors

Maty(f) est symétrique < [ est symétrique.

§ 2. Prajectears onthogonaqr.— On peut en déduire une nouvelle caractérisa-
tion des projecteurs orthogonaux dans I'ensemble des projecteurs. Nous regrou-
pons toutes les caractérisations a connaitre dans la proposition suivante.
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Proposition VIIL.3

Soit f un projecteur de I'espace euclidien E. On a équivalence entre :
(i) f est un projecteur orthogonal.
(ii) f est un endomorphisme symétrique.

(iii) ker f L Im f.

(iv) Pour toutx € E, || f(x)] < |||
(v) La matrice de f dans toute BON est symétrique.

() Soit X = zie; € R™. Alors, < SX, X >= Y 1_, Nia?.
i=1

(ii) Pour tout X € R™ \||X||> << SX, X >< A, || X%

Définition VIII.7

§ 3. Réduction de ./ (E).— lls partagent avec les endomorphismes orthogo-
naux une propriété de stabilité :

Lemme 1 (Stabilité de I’orthogonal d’un sous-espace stable)

Si f est un endomorphisme symeétrique de E et si ' est un sous-espace vecto-
riel de E stable par f, alors F est aussi stable par f.

Théoreme VIIIL.4 (Spectral)

Soit f un endomorphisme symétrique de E. Alors il existe une BON de E
formée de vecteurs propres de E.

De maniere équivalente, f diagonalise en base orthonormale. Ou encore, E est
somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f. GEométriquement, les
endomorphismes symétriques sont les affinités orthogonales.

Théoreme VIIL.5
Si S € Sy, il existe D diagonale et Q) € 0, telles que S = QD).

o
%@ REMARQUES :

A toute matrice M € .4y, on peut associer des matrices symétriques dont les éléments
propres contiennent des informations utiles sur M, par exemple S; = *MM, Sy =
MM, S3 = M +t M. On peut entre autres prouver que pour tout M € G Ly, il existe
une BON dont I'image par M est orthogonale.

§ 4. Compléments.— Ces résultats ne sont pas au programme, mais je serais
surpris qu'aucun sujet n’en parle.

Proposition VIIL.6

Soi S € S,,. Notons (e, ...,e,) une base orthonormale de R" formée de vec-
teurs propres de S, et \y, ..., \, € R tels que pour tout k € [1,n], Sex, = Arex.

Résumé 15 : Espaces préhilbertiens

Soit M € S,, une matrice symétrique. M est dite :
(i) positive lorsque pour tout X € R", < SX, X > R,.

(ii) définie positive lorsque pour tout X € R™ non nul, < SX,X >e€
]0, +o0[.

Géométriquement, cela signifie que I'angle entre un vecteur et son image est
toujours aigu.

Proposition VIII.8 (Caractérisation spectrale de la positivité)

Soit M € S,, une matrice symétrique.
(i) M est positive <= toutes ses valeurs propres sont positives.

(ii) M est définie positive <= toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

IX FIGURES IMPOSEES

W EXERCICES :

CCP 80 Soit E l'espace vectoriel des applications continues et 27-périodiques de R
dans R.

27
1
1. Démontrer que (f | g) = o / f (t) g (¢t) dt définit un produit scalaire sur E.
s
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f :  — cosz et g :  — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F' de la fonction u : > sin? x.
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W EXERCICES :

CCP 78 Soit E un espace euclidien de dimension n et « un endomorphisme de E.
On note (z|y) le produit scalaire de x et de y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E, tel que : Vz € E, ||u(z)|| = ||z||.
(a) Démontrer que : V(z,y) € E? (u(z)|u(y)) = (z|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que 'ensemble O(F) des isométries vectorielles de E , muni de la loi o
, est un groupe.

3. Soitu € L(E). Soite = (e1, ea, ..., en ) une base orthonormée de E.

Prouver que : u € O(E) <= (u(e1),u(e2),...,u(en)) est une base orthonormée
de E.

W EXERCICES :

CEP 92 Soitn € N*. On considére E = M., (R) 'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n.

On pose Y(A,B) € E2, (A,B) = tr(*AB) ou tr désigne la trace et ‘A désigne la
transposée de la matrice A.
1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.

2. On note S, (R) I'ensemble matrices symétriques de E et A, (R) I'ensemble des
matrices antisymétriques de E.

(a) Prouver que E = Sy, (R) & A, (R).
(b) Prouver que Sy, (R) = Ap(R)L.

3. Soit F' 'ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer F'-.

W EXERCICES :

CCP 95
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, orienté par la base orthonormée
i,7,k).
éoit f) I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base (7,j,k) est A =
1 (3 1 V6

1 3 -6
P\-vE V6 2

1. (a) Prouver que f est un endomorphisme orthogonal.
(b) Déterminer 'ensemble des vecteurs invariants par f.

2. En déduire la nature de f ainsi que ses éléments caractéristiques.
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